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Ïîðÿäêîâàÿ è ìóëüòèíîìèàëüíàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ
ðåãðåññèÿ

Ïîðÿäêîâàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ ïðèìåíÿåòñÿ òîãäà, êîãäà

çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâîé, ò.å. êîãäà êàòåãîðèè

óïîðÿäî÷åíû, íî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè íåèçâåñòíî (ïðèìåð -

øêàëà Ëàéêåðòà).

Ìóëüòèíîìèàëüíàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ ïðèìåíÿåòñÿ òîãäà,

êîãäà çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ íîìèíàëüíîé, ò.å. ìû

èìååì íåñêîëüêî íåóïîðÿäî÷åííûõ êàòåãîðèé (ïðèìåð -

ïîääåðæêà ïàðòèé íà âûáîðàõ).

Îáà ìåòîäà ÿâëÿþòñÿ �íàäñòðîéêîé� íàä îáû÷íîé ëîãèñòè÷åñêîé

ðåãðåññèåé, îäíàêî èìåþò ñâîè äîïóùåíèÿ è òðåáóþò íàâûêà

èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ.

Êàê è â ñëó÷àå ñ ðåãðåññèåé ñ äèõîòîìè÷åñêîé çàâèñèìîé

ïåðåìåííîé, âìåñòî ëîãèòà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðîáèò, ñî

ñõîæèìè ðåçóëüòàòàìè.
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Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ â òåðìèíàõ ñêðûòîé
ïåðåìåííîé

Âåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ ïðîñòîé ïàðíîé ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè. Åå

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé ôîðìå:

y∗i = α+ βxi + εi , ãäå y∗ - ñêðûòàÿ çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ.

Ìû, îäíàêî, íàáëþäàåì òîëüêî y = 0 èëè y = 1:

yi =

{
1 y∗i > 0
0 y∗i ≤ 0

Ìû õîòèì îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî y = 1 íà îïðåäåëåííîì

óðîâíå x :
Pr(y = 1|x) = Pr(y∗ > 0|x)
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Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ â òåðìèíàõ ñêðûòîé
ïåðåìåííîé (2)

(Èñòî÷íèê: J.Scott Long and J.Freese, �Regression Models for Categorical Dependent Variables Using Stata�)
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Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ â òåðìèíàõ ñêðûòîé
ïåðåìåííîé (3)

Pr(y = 1|x) = Pr(y∗ > 0|x) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê:

Pr(y = 1|x) = Pr(ε > − [α+ βx ] |x)
Òàêèì îáðàçîì, Pr(y = 1|x) çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáêè ε.
Â ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè îøèáêà ðàñïðåäåëåíà ëîãèñòè÷åñêè ñ

äèñïåðñèåé π2/3, â ïðîáèò-ìîäåëè - íîðìàëüíî ñ äèñïåðñèåé 1.

Îòñþäà, â ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè:

Pr(y = 1|x) = exp (α+ βx)

1 + exp (α+ βx)
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Ïîðÿäêîâàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ â òåðìèíàõ
ñêðûòîé ïåðåìåííîé

Òåïåðü ïðåäñòàâèì, ÷òî âìåñòî äâóõ çíà÷åíèé 0 è 1

íåíàáëþäàåìîé ïåðåìåííîé y∗ ìû íàáëþäàåì íåñêîëüêî

çíà÷åíèé, ñêàæåì y = 1, 2, 3, 4, íî íå çíàåì ðàññòîÿíèå ìåæäó

ýòèìè êàòåãîðèÿìè

(Èñòî÷íèê: J.Scott Long and J.Freese, �Regression Models for Categorical Dependent Variables Using Stata�)
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Ïîðÿäêîâàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ â òåðìèíàõ
ñêðûòîé ïåðåìåííîé (2)

yi =


1 τ0 = −∞ ≤ y∗i < τ1
2 τ1 ≤ y∗i < τ2
3 τ2 ≤ y∗i < τ3
4 τ3 ≤ y∗i < τ4 =∞

Ìû õîòèì îöåíèòü âåðîÿòíîñòü y = 1, 2, 3, 4 íà îïðåäåëåííîì

óðîâíå x . Ñóììà ýòèõ âåðîÿòíîñòåé áóäåò ðàâíà 1.
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Ïîðÿäêîâàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ â òåðìèíàõ
ñêðûòîé ïåðåìåííîé (3)

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî y = 3 íà îïðåäåëåííîì óðîâíå x áóäåò

ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî çíà÷åíèå íåíàáëþäàåìîé ïåðåìåííîé

y∗ íà ýòîì óðîâíå x áîëüøå èëè ðàâíî çíà÷åíèÿ, â êîòîðîì y = 2
è ìåíüøå çíà÷åíèÿ, â êîòîðîì y = 4. Â ìàòåìàòè÷åñêîé çàïèñè:

Pr(y = 3|x) = Pr(τ2 ≤ y∗ < τ4|x)
Pr(y = 3|x) = F (τ3 − βx)− F (τ2 − βx),
ãäå F - ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (cdf) îñòàòêîâ ε.

τ1,2,3 - ýòî òî÷êè (cut-points), êîòîðûå íàì íóæíî

èäåíòèôèöèðîâàòü. Çàìåòüòå, ÷òî äëÿ ïîðÿäêîâîé ïåðåìåííîé ñ

4-ìÿ çíà÷åíèÿìè òàêèõ òî÷åê 3.
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Èíûìè ñëîâàìè:

Â îáû÷íîé ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè äëÿ êàæäîãî íàáëþäåíèÿ

(ñëó÷àÿ, ðåñïîíäåíòà) ìû ìîæåì ðàññ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ y ðàâíà 0 è 1, ïðè îïðåäåëåííûõ

çíà÷åíèÿõ ïðåäèêòîðîâ.

Â ïîðÿäêîâîé ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè âñå òî æå ñàìîå: ìû

ðàññ÷èòûâàåì âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ y
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1,2,k ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ

ïðåäèêòîðîâ.

Cut-points îãðàíè÷èâàþò çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè y∗ îò
ïðåäèêòîðîâ, ïðè êîòîðûõ íàáëþäàåìàÿ ïåðåìåííàÿ y áóäåò

ïðèíèìàòü òå èëè èíûå çíà÷åíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, cut-points

çàäàþò äèñòàíöèþ ìåæäó êàòåãîðèÿìè.
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Äîïóùåíèå î ïàðàëëåëüíûõ ðåãðåññèîííûõ ëèíèÿõ
(parallel regression assumption)

Ïîðÿäêîâóþ ðåãðåññèþ ñ ÷èñëîì êàòåãîðèé k ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå k-1 áèíàðíûõ ëîãèñòè÷åñêèõ ðåãðåññèé.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü y ≤ 1 ïî ñðàâíåíèþ ñ y > 1, y ≤ 2 ïî

ñðàâíåíèþ ñ y > 2, è ò.ä.

Â ïîðÿäêîâîé ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè ìû äîïóñêàåì, ÷òî âñå ýòè

ðåãðåññèè ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü êîíñòàíòîé, à êîýôôèöèåíò β
îñòàåòñÿ îäèíàêîâûì.

Äðóãîå íàçâàíèå ýòîãî äîïóùåíèÿ - proportional odds assumption.

Åñëè èçìåíåíèå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé íà 1 óâåëè÷èâàåò øàíñû

áûòü â êàòåãîðèè 1 â n ðàç, òî îíî òàêæå óâåëè÷èâàåò øàíñû áûòü

â êàòåãîðèè 2 èëè íèæå â n ðàç, è ò.ä.
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Èíòåðïðåòàöèÿ êîýôôèöèåíòîâ

Çíà÷èìûé ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò: óâåëè÷åíèå íåçàâèñèìîé

ïåðåìåííîé óâåëè÷èâàåò øàíñû áûòü â áîëåå âûñîêîé êàòåãîðèè.

Çíà÷èìûé îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò: íàîáîðîò.

Áîëåå óäîáíî èíòåðïðåòèðîâàòü êîýôôèöèåíòû êàê âåðîÿòíîñòè,

íî, êàê è â ñëó÷àå ñ îáû÷íîé ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèåé, ýòî

òðåáóåò íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé
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Ïðèìåð

Çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ: �Èììèãðàíòû óâåëè÷èâàþò óðîâåíü

ïðåñòóïíîñòè� (1 �Ïîëíîñòüþ ñîãëàñåí�, 2 �Ñêîðåå ñîãëàñåí�, 3 �Íè

ñîãëàñåí, íè íå ñîãëàñåí�, 4 �Ñêîðåå íå ñîãëàñåí�, 5 �Ñîâåðøåííî

íå ñîãëàñåí�), ISSP 2003 Ðîññèÿ

Íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå: ïîë, âîçðàñò, îáðàçîâàíèå
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Ðåçóëüòàòû

ïåðåìåííûå êîýô. ñò.îø. p

ìóæ÷èíû -0.14 0.08 0.1
âîçðàñò -0.01 0.002 < 0.01
Îáðàçîâàíèå (áàç. íèæå ñðåäíåãî)
Çàêîí÷åííîå ñðåäíåå 0.25 0.13 0.06
Ñðåäíåå ñïåöèàëüíîå 0.29 0.13 0.02
Âûñøåå 0.46 0.13 < 0.01
Cut-points
τ1 -0.82 0.18
τ2 0.52 0.18
τ3 1.37 0.18
τ4 2.64 0.20

n 2,080
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Ïðåäñêàçàííûå âåðîÿòíîñòè
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Ïðåäñêàçàííûå âåðîÿòíîñòè äëÿ æåíùèí ñ âûñøèì
îáðàçîâàíèåì
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Íàêîïëåííûå âåðîÿòíîñòè
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Ðåçóëüòàòû ëèíåéíîé ðåãðåññèè

ïåðåìåííûå êîýô. ñò.îø. p

ìóæ÷èíû -0.07 0.05 0.2
âîçðàñò -0.01 0.002 < 0.01
Îáðàçîâàíèå (áàç. íèæå ñðåäíåãî)
Çàêîí÷åííîå ñðåäíåå 0.14 0.08 0.09
Ñðåäíåå ñïåöèàëüíîå 0.15 0.08 0.06
Âûñøåå 0.24 0.08 < 0.01
Êîíñòàíòà 2.34 0.11 < 0.01

n 2,080

À.Ð.Áåññóäíîâ (ÍÈÓ ÂØÝ) ologit & mlogit 20 àïðåëÿ 2012 17 / 27



Ìóëüòèíîìèàëüíàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ êàòåãîðèàëüíûõ çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ

íåëüçÿ âûñòðîèòü â èåðàðõè÷åñêîì ïîðÿäêå (íàïðèìåð, ïàðòèéíàÿ

ïîääåðæêà)

Äîïóñòèì, ó íàñ åñòü òðè ïàðòèè: êîíñåðâàòîðû, ëèáåðàëû è

ñîöèàëèñòû

Ñ ïîìîùüþ òðåõ áèíàðíûõ ëîãèñòè÷åñêèõ ðåãðåññèé ìû ìîæåì

îöåíèòü âåðîÿòíîñòè ïîääåðæêè êîíñåðâàòîðîâ vs. ëèáåðàëîâ,

êîíñåðâàòîðîâ vs. ñîöèàëèñòîâ, ëèáåðàëîâ vs. ñîöèàëèñòîâ. Îäíà

èç ýòèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ èçëèøíåé

Ïî ñóòè, ìóëüòèíîìèàëüíàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ îöåíèâàåò

ýòè òðè ðåãðåññèè îäíîâðåìåííî (ââîäÿ íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ)

Ìóëüòèíîìèàëüíàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ ìîæåò

èñïîëüçîâàòüñÿ ñ ïîðÿäêîâûìè çàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, êîãäà

íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå î ïàðàëëåëüíûõ ðåãðåññèîííûõ ëèíèÿõ

Ìóëüòèíîìèàëüíûé ëîãèò è ïðîáèò äàþò ñõîæèå ðåçóëüòàòû, â

ñîöèîëîãèè îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ìóëüòèíîìèàëüíûé ëîãèò
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Ïàðòèéíàÿ ïîääåðæêà êàê ôóíêöèÿ îáðàçîâàíèÿ

log

{
Pr(C |x)
Pr(L|x)

}
= α1 + β1ed

log

{
Pr(C |x)
Pr(S |x)

}
= α2 + β2ed

log

{
Pr(L|x)
Pr(S |x)

}
= α3 + β3ed

Îäíî èç óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ èçëèøíèì è ìîæåò áûòü âûâåäåíî èç

äðóãèõ äâóõ

Îäíà èç êàòåãîðèé çàâèñèìîé ïåðåìåííîé âûáèðàåòñÿ êàê áàçîâàÿ

êàòåãîðèÿ, âñå äðóãèå êàòåãîðèè ñðàâíèâàþòñÿ ñ íåé
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Â òåðìèíàõ âåðîÿòíîñòåé

Pr(y = S |ed) =
exp (α1 + β1edS|C )

1 + exp (α1 + β1edS|C ) + exp (α2 + β2edL|C )

Pr(y = L|ed) =
exp (α2 + β2edL|C )

1 + exp (α1 + β1edS |C ) + exp (α2 + β2edL|C )

Pr(y = C |ed) = 1

1 + exp (α1 + β1edS |C ) + exp (α2 + β2edL|C )

Êîíñåðâàòîðû ÿâëÿþòñÿ áàçîâîé êàòåãîðèåé. Ñóììà âåðîÿòíîñòåé

ïîääåðæêè òðåõ ïàðòèé ðàâíà åäèíèöå
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Èíòåðïðåòàöèÿ ìîäåëè

Ìû îöåíèâàåì âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â êàòåãîðèþ y ïî

ñðàâíåíèþ ñ áàçîâîé êàòåãîðèè, â çàâèñèìîñòè îò ïðåäèêòîðîâ â

ìîäåëè

Íå òàê âàæíî, êàêàÿ èìåííî êàòåãîðèÿ âûáèðàåòñÿ êàê áàçîâàÿ.

Âûáîð áàçîâîé êàòåãîðèè çàâèñèò îò óäîáñòâà èíòåðïðåòàöèè

Ñëîæíîñòü èíòåðïðåòàöèè ìîäåëè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îáû÷íî

÷èñëî ïàðàìåòðîâ âåëèêî è èõ òðóäíî èíòåðïðåòèðîâàòü.

Íàïðèìåð, äëÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé ñ ïÿòüþ êàòåãîðèÿìè è

ðåãðåññèè ñ äâóìÿ ïðåäèêòîðàìè, ìû ïîëó÷àåì 12 ïàðàìåòðîâ

(áîëüøå, åñëè ìû õîòèì ñðàâíèòü âñå êàòåãîðèè çàâèñèìîé

ïåðåìåííîé ïîïàðíî)
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Èíòåðïðåòàöèÿ ìîäåëè (2)

β èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îòíîñèòåëüíûé ðèñê (relative risk)

(îòíîøåíèå âåðîÿòíîñòåé, øàíñû) îêàçàòüñÿ â êàòåãîðèè y ïî

ñðàâíåíèþ ñ áàçîâîé êàòåãîðèåé

Åñëè êîýôôèöèåíò β ïîëîæèòåëüíûé è ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûé,

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áîëåå âûñîêèå çíà÷åíèÿ ïðåäèêòîðà

ñòàòèñòè÷åñêèì çíà÷èìî ñâÿçàíû ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ

ïîïàñòü â êàòåãîðèþ y ïî ñðàâíåíèþ ñ áàçîâîé êàòåãîðèåé

Åñëè êîýôôèöèåíò β îòðèöàòåëüíûé è ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûé,

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áîëåå âûñîêèå çíà÷åíèÿ ïðåäèêòîðà

ñòàòèñòè÷åñêèì çíà÷èìî ñâÿçàíû ñ ìåíüøåé âåðîÿòíîñòüþ

ïîïàñòü â êàòåãîðèþ y ïî ñðàâíåíèþ ñ áàçîâîé êàòåãîðèåé

Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ñëåäóåò èíòåðïðåòèðîâàòü ìîäåëü

ãðàôè÷åñêè â òåðìèíàõ ïðåäñêàçàííûõ âåðîÿòíîñòåé
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Äîïóùåíèå î IIA

IIA îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü íåðåëåâàíòíûõ àëüòåðíàòèâ

(independence of irrelevant alternatives)

Äîïóùåíèåì ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ýòî, ÷òî îòíîøåíèå âåðîÿòíîñòåé

ïîëó÷èòü êàòåãîðèþ S ïî ñðàâíåíèþ ñ C íå çàâèñèò îò íàëè÷èÿ â

ìîäåëè êàòåãîðèè L

Èíûìè ñëîâàìè, âåðîÿòíîñòü ïîääåðæàòü ñîöèàëèñòîâ, à íå

êîíñåðâàòîðîâ, íå çàâèñèò îò òîãî, åñòü ëè â âûáîðêå ñòîðîííèêè

ëèáåðàëîâ

Ýòî äîïóùåíèå ìîæíî òåñòèðîâàòü

Â ìóëüòèíîìèàëüíîé ïðîáèò-ìîäåëè ýòî äîïóùåíèå íå äåëàåòñÿ
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ è âçàèìîäåéñòâèÿ

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ è ýôôåêòû âçàèìîäåéñòâèÿ

ïðèìåíÿåòñÿ â ïîðÿäêîâîé è ìóëüòèíîìèàëüíîé ðåãðåññèè òàê æå,

êàê â ëèíåéíûõ è áèíàðíûõ ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

À.Ð.Áåññóäíîâ (ÍÈÓ ÂØÝ) ologit & mlogit 20 àïðåëÿ 2012 24 / 27



Ïðèìåð: ïîääåðæêà ïàðòèé êàê ôóíêöèÿ âîçðàñòà, ïîëà
è îáðàçîâàíèÿ

Çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ: ïîääåðæêà ïàðòèé (1 �Åäèíàÿ Ðîññèÿ�, 2

�ÊÏÐÔ�, 3 �Äðóãàÿ�, 4 �Íåò ïðåäïî÷òåíèé�), ISSP 2003 Ðîññèÿ

Íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå: ïîë, âîçðàñò, îáðàçîâàíèå

Áàçîâîé êàòåãîðèåé ÿâëÿåòñÿ �Åäèíàÿ Ðîññèÿ�

Â ðåçóëüòàòå îöåíêè ìóëüòèíîìèàëüíîé ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè

ìû ïîëó÷àåì íàáîð ïàðàìåòðîâ (êîíñòàíòà, êîýôôèöèåíòû äëÿ

ïîëà, âîçðàñòà è òðåõ ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ äëÿ îáðàçîâàíèÿ)

äëÿ êàæäîé èç òðåõ êàòåãîðèé vs. �Åäèíàÿ Ðîññèÿ�. Âñåãî ìû

ïîëó÷àåì 18 êîýôôèöèåíòîâ
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Ïðåäñêàçàííûå âåðîÿòíîñòè
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Ïðåäñêàçàííûå âåðîÿòíîñòè äëÿ ìóæ÷èí ñ âûñøèì
îáðàçîâàíèåì: çàâèñèìîñòü ïàðòèéíîé ïîääåðæêè îò
âîçðàñòà
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