
Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ è êîððåëÿöèÿ

À.Ð.Áåññóäíîâ
(bessudnov@gmail.com)

ÍÈÓ ÂØÝ, ôàêóëüòåò ñîöèîëîãèè

17 ôåâðàëÿ 2012

À.Ð.Áåññóäíîâ (ÍÈÓ ÂØÝ) Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ è êîððåëÿöèÿ 17 ôåâðàëÿ 2012 1 / 30



×òî òàêîå ðåãðåññèîííûé àíàëèç?

Ðåãðåññèîííûé àíàëèç � ýòî øèðîêèé êëàññ ñòàòèñòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ, êîòîðûå èçó÷àþò êàê ñâÿçàíà îäíà (çàâèñèìàÿ)
ïåðåìåííàÿ è íåñêîëüêî äðóãèõ (íåçàâèñèìûõ) ïåðåìåííûõ

Íàïðèìåð, íàñ ìîæåò èíòåðåñîâàòü çàâèñèìîñòü äîõîäà îò òàêèõ
ïåðåìåííûõ, êàê ïîë, âîçðàñò, îáðàçîâàíèå è ìåñòî æèòåëüñòâà

Äðóãîé ïðèìåð: çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòü ïîääåðæàòü íà
ïðåçèäåíòñêèõ âûáîðàõ òîãî èëè èíîãî êàíäèäàòà îò ÷àñòîòû
ïîëüçîâàíèÿ Èíòåðíåòîì è íàëè÷èÿ îïûòà ïóòåøåñòâèé çà
ãðàíèöó

Â çàâèñèìîñòè îò òèïà äàííûõ è ïåðåìåííûõ è èññëåäîâàòåëüñêèõ
çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ ðàçíûå âàðèàíòû ðåãðåññèè: ëèíåéíàÿ
ðåãðåññèÿ, ëîãèò è ïðîáèò-ìîäåëè, ðåãðåññèÿ Ïóàññîíà,
íåãàòèâíàÿ áèíîìèàëüíàÿ ðåãðåññèÿ, ðåãðåññèÿ Êîêñà è ò.ä.

Ìû (ïîêà) áóäåì ãîâîðèòü îá îáû÷íîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè,
îöåíèâàåìîé ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, îäíàêî áîëüøàÿ
÷àñòü òîãî, ÷òî áóäåò ñêàçàíî, îòíîñèòñÿ è ê äðóãèì ìåòîäàì
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Ïî÷åìó íóæíî çíàòü ðåãðåññèîííûé àíàëèç?

Â òðåõ âûïóñêàõ æóðíàëà American Sociological Review (îäèí èç
äâóõ íàèáîëåå ïðåñòèæíûõ æóðíàëîâ â ñîöèîëîãèè) çà
àâãóñò-äåêàáðü 2011 ã. áûëî îïóáëèêîâàíî 20 ñòàòåé. Èç íèõ â 15
èñïîëüçîâàëèñü ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû, è âñå 15 îñíîâàíû íà òîé
èëè èíîé ôîðìå ðåãðåññèè (íàìíîãî ñëîæíåå òåõ, êîòîðûå ìû
áóäåì ðàçáèðàòü â ýòîì êóðñå)

Ðåãðåññèîííûé àíàëèç ñåé÷àñ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ôîðìîé
ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà äàííûõ â ñîöèàëüíûõ íàóêàõ, è áåç ýòîãî
çíàíèÿ áûòü àêàäåìè÷åñêèì ñîöèîëîãîì íåâîçìîæíî

Â ìàðêåòèíãîâûõ èññëåäîâàíèÿõ ðåãðåññèîííûé àíàëèç
ïðèìåíÿåòñÿ ðåäêî, è òàì áîëåå ðàñïðîñòðàíåíû òàêèå ìåòîäû,
êàê ôàêòîðíûé è êëàñòåðíûé àíàëèç
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Êðàòêàÿ èñòîðèÿ ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà

Ôðýíñèñ Ãàëòîí (1870-å ãã.): àíãëèéñêèé áèîëîã, äâîþðîäíûé áðàò
Äàðâèíà, èçó÷åíèå íàñëåäñòâåííîñòè

Êàðë Ïèðñîí (1880-90-å ãã.): ïîäâåë ìàòåìàòè÷åñêîå îñíîâàíèå
ïîä êîððåëÿöèþ è ðåãðåññèþ

1960-70-å ãã.: ìàññîâîå ïðèìåíåíèå ðåãðåññèè (è îñíîâàííîì íà
íåé ìåòîäà ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé) â àìåðèêàíñêîé ñîöèîëîãèè
(Ïèòåð Áëàó è Îòèñ Äàäëè Äàíêàí)

Ýêîíîìåòðè÷åñêàÿ òðàäèöèÿ
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Êîãäà èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ?

Çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ äîëæíà áûòü èíòåðâàëüíîé èëè áëèçêîé ê
íåé (íàïðèìåð, äîõîä, øêàëà óäîâëåòâîðåííîñòè æèçíüþ îò 1 äî
10, ðîñò è ò.ä.)

Íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå ìîãóò áûòü ëþáûìè

Ìû íà÷íåì ñ ïðîñòîãî ñëó÷àÿ, êîãäà íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ
îäíà
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Äàííûå Ãàëòîíà: ðîñò îòöîâ è ðîñò ñûíîâåé

À.Ð.Áåññóäíîâ (ÍÈÓ ÂØÝ) Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ è êîððåëÿöèÿ 17 ôåâðàëÿ 2012 6 / 30



Íàøà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îïèñàòü ýòè äàííûå
ñ ïîìîùüþ ïðÿìîé ëèíèè. Ýòî íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé
ðåãðåññèåé
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Ðåãðåññèîííîå óðàâíåíèå

Ïðÿìàÿ ëèíèÿ îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé y = a + bx , â ýòîì ñëó÷àå:
son′sheight = a + b ∗ father′sheight
a � êîíñòàíòà, �äâèãàåò� ðåãðåññèîííóþ ëèíèþ ââåðõ è âíèç

b � ðåãðåññèîííûé êîýôôèöèåíò, ìåíÿåò óãîë íàêëîíà ëèíèè.
Ìàòåìàòè÷åñêè, b � ýòî òàíãåíñ óãëà, îáðàçóåìîãî ðåãðåññèîííîé
ëèíèåé è îñüþ x
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Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë
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Èíòåðïðåòàöèÿ ðåãðåññèîííîãî êîýôôèöèåíòà b

b ïîêàçûâàåò, íà ñêîëüêî åäèíèö èçìåíèòñÿ y , åñëè x ìåíÿåòñÿ íà
1

Â ñëó÷àå ñ íàøåì ïðèìåðîì, b ïîêàçûâàåò, íà ñêîëüêî
ñàíòèìåòðîâ â ñðåäíåì îòëè÷àåòñÿ ðîñò ñûíîâåé, ÷üè îòöû
îòëè÷àëèñü â ðîñòå íà îäèí ñàíòèìåòð

b íåëüçÿ èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñðåäíèé ýôôåêò èçìåíåíèÿ x äëÿ
åäèíèöû àíàëèçà (÷åëîâåêà, ñòðàíû). b íå èçìåðÿåòñÿ
ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííóþ ñâÿçü, à ïðîñòî êîíñòàòèðóåò ðàçíèöó â
ñðåäíèõ â ãðóïïàõ
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Èíòåðïðåòàöèÿ b (2)

Åñëè b > 0, ñâÿçü ìåæäó x è y ïîëîæèòåëüíàÿ

Åñëè b < 0, ñâÿçü ìåæäó x è y îòðèöàòåëüíàÿ

Åñëè b = 0, ñâÿçü ìåæäó x è y îòñóòñòâóåò

b èçìåðÿåò ñèëó ýôôåêòà, íî íåîáõîäèìî îáðàùàòü âíèìàíèå íà
øêàëó, ïî êîòîðîé èçìåðåíà x
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Ïðåäñêàçàííûå çíà÷åíèÿ

Äëÿ äàííûõ Ãàëòîíà, a = 86 è b = 0.51, ðåãðåññèîííîå óðàâíåíèå
ïðèíèìàåò âèä y = 86 + 0.51x

Åñëè ìû çíàåì óðàâíåíèå, ìû ñ ëåãêîñòüþ ìîæåì ðàññ÷èòàòü
ïðåäñêàçàííîå çíà÷åíèå y íà ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ x

Íàïðèìåð, ïðåäñêàçàííûé ðîñò ìóæ÷èíû, ðîñò îòöà êîòîðîãî �
160 ñì: ŷ(x=160) = 86 + 0.51 ∗ 160 = 167.6cm

Îáîçíà÷åíèå ŷ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðåäñêàçàííûõ çíà÷åíèé
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Ðåãðåññèîííûå îñòàòêè (residuals, errors)

Ïðåäñêàçàííûå çíà÷åíèÿ y îòëè÷àþòñÿ îò ðåàëüíî íàáëþäàåìûõ
çíà÷åíèé y

Äëÿ íàáëþäåíèÿ i , ei = yi − ŷi . ei � îñòàòîê èëè îøèáêà

Òîãäà äëÿ êàæäîãî íàáëþäåíèÿ i , yi = a + bxi + ei
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Êàê ïðîâåñòè ðåãðåññèîííóþ ëèíèþ?

Íàì íóæíî çíàòü a è b

Íóæíî íàéòè òàêèå a è b, ÷òîáû îñòàòêè áûëè ìèíèìàëüíûìè

Ìû íå ìîæåì ìèíèìèçèðîâàòü
∑

ei ïîñêîëüêó îñòàòêè ìîãóò
áûòü ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè

Ìû ìîæåì ìèíèìèçèðîâàòü
∑
|ei |, íî ýòî ìàòåìàòè÷åñêè ìåíåå

óäîáíî, ÷åì

... ìèíèìèçèðîâàòü
∑

e2
i

Îòñþäà � ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ, OLS)
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Ðåãðåññèîííûå êîýôôèöèåíòû

Ðåøåíèå:
I b =

∑
(xi−x̄)(yi−ȳ)∑

(xi−x̄)2

I a = ȳ − bx̄
I ãäå ȳ � ñðåäíåå çíà÷åíèå y è x̄ � ñðåäíåå çíà÷åíèå x

Ðåãðåññèîííàÿ ëèíèÿ âñåãäà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (x̄ , ȳ)
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Íàéäèòå ðåãðåññèîííûå êîýôôèöèåíòû. Çàïèøèòå
ðåãðåññèîííîå óðàâíåíèå

x y

1 5
2 2
6 8
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Ðåãðåññèÿ è êîððåëÿöèÿ

r � êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè Ïèðñîíà

r =
∑

(xi−x̄)(yi−ȳ)√∑
(xi−x̄)2

√∑
(yi−ȳ)2

Ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè ðåãðåññèè è êîððåëÿöèè:
I b = r

sy
sx

I sy � ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå y , sx � ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå x

Åñëè sx=sy , òî r = b è êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèè è êîððåëÿöèè
ðàâíû äðóã äðóãó

Ìû âñåãäà ìîæåì ñòàíäàðòèçèðîâàòü ïåðåìåííóþ òàê, ÷òî
ñðåäíÿÿ áóäåò ðàâíà íóëþ, à ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå � åäèíèöå

I x sti = xi−x̄
sx
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Ðåãðåññèÿ è êîððåëÿöèÿ (2)

È êîððåëÿöèÿ, è ðåãðåññèÿ èçìåðÿþò ëèíåéíóþ ñâÿçü. Åñëè ñâÿçü
ìåæäó äâóìÿ ïåðåìåííûìè íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, ýòè
êîýôôèôèåíòû åå íå îòðàæàþò

r ∈ [0, 1]

Êîððåëÿöèÿ ñèììåòðè÷íà: r(x , y) = r(y , x)

Ðåãðåññèÿ íå ñèììåòðè÷íà: bx→y 6= by→x , åñëè òîëüêî íå sx = sy

Ýòî ÍÅ îçíà÷àåò, ÷òî â ðåãðåññèè íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ
ÂËÈßÅÒ íà çàâèñèìóþ
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r-êâàäðàò

Â ñëó÷àå äâóõ ïåðåìåííûõ êâàäðàò êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè
(r2) íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì äåòåðìèíàöèè

Îáùàÿ ñóììà êâàäðàòîâ (TSS) ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî äàëåêî
çíà÷åíèÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé y íàõîäÿòñÿ îò ñðåäíåé y :
TSS =

∑
(yi − ȳ)2

Ñóììà êâàäðàòîâ îøèáîê (SSE) ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî äàëåêî
çíà÷åíèÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé íàõîäÿòñÿ îò ðåãðåññèîííîé
ëèíèè: SSE =

∑
(yi − ŷ)2

r2 = TSS−ESS
TSS =

∑
(yi−ȳ)2−

∑
(yi−ŷ)2∑

(yi−ȳ)2 = “explained′′variation
totalvariation

r2 èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê äîëÿ äèñïåðñèè çàâèñèìîé ïåðåìåííîé,
�îáúÿñíåííîé� íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé
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r-êâàäðàò (2)

r2 ∈ [0, 1]. Åñëè r2 = 0, òî ñâÿçè ìåæäó x è y íåò. Åñëè r2 = 1, òî
âñå íàáëþäåíèÿ íàõîäÿòñÿ íà ðåãðåññèîííîé ëèíèè

r2 âàæåí, åñëè ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü èñïîëüçóåòñÿ ñ öåëüþ
ïðîãíîçèðîâàíèÿ

Îäíàêî âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå ðåãðåññèîííûå
ìîäåëè �îáúÿñíÿþò� ïåðåìåííûå èñêëþ÷èòåëüíî â
ñòàòèñòè÷åñêîì ñìûñëå ñëîâà
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Ðåãðåññèÿ â âûáîðêå è ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè

Ïîêà ìû ãîâîðèëè î òîì, êàê îöåíèòü ðåãðåññèþ â âûáîðêå

Î òîì, êàê ðàñïðîñòðàíèòü ýòó îöåíêó íà ãåíåðàëüíóþ
ñîâîêóïíîñòü, ìû áóäåì ãîâîðèòü â ñëåäóþùèé ðàç
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Êàòåãîðèàëüíûå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå (ôàêòîðû)

Ìû ðàçîáðàëè ñëó÷àé, â êîòîðîì îáå ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ
èíòåðâàëüíûìè

×àñòî íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ êàòåãîðèàëüíûìè (ïîë,
îáðàçîâàíèå, ìåñòî æèòåëüñòâà)

Åñëè ïåðåìåííàÿ äèõîòîìè÷åñêàÿ, ìû ìîæåì ïðîñòî åå äîáàâèòü
â ðåãðåññèîííîå óðàâåíèå

Åñëè ïåðåìåííàÿ íå ÿâëÿåòñÿ äèõîòîìè÷åñêîé è èìååò k çíà÷åíèé,
íåîáõîäèìî ïåðåêîäèðîâàòü åå â (k-1) äèõîòîìè÷åñêèå ïåðåìåííûå
ñî çíà÷åíèÿìè 0 è 1 (ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå, dummy variables)
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Äîõîä <- ïîë (ÑÑÑÐ, 1991)

ïåðåìåííûå êîýô. ñò.îøèáêà p

ìóæ÷èíà (ref. æåíùèíà) 87 5 < 0.001
êîíñòàíòà 169 4 < 0.001

n 2281
R-êâàäðàò 0.11
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Èíòåðïðåòàöèÿ êîýôôèöèåíòîâ

Ïîë çàêîäèðîâàí êàê 0 äëÿ æåíùèí è 1 äëÿ ìóæ÷èí

Ðåãðåññèîííîå óðàâíåíèå: income = 169 + 87 ∗male

Ïðåäñêàçàíèå äëÿ ìóæ÷èí: income = 169 + 87 = 256, äëÿ æåíùèí
� 169

Ðåãðåññèîííûé êîýôôèöèåíò (87) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ðàçíèöà â
ñðåäíèõ äîõîäàõ ìåæäó ìóæ÷èíàìè è æåíùèíàìè

Ñòàòèñòè÷åñêè ýòà ðåãðåññèÿ ýêâèâàëåíòíà òåñòó íà ñðàâíåíèþ
ñðåäíèõ â äâóõ ãðóïïàõ (t-test)
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Äîõîä <- ìåñòî æèòåëüñòâà (ÑÑÑÐ, 1991)

ïåðåìåííûå êîýô. ñò.îøèáêà p

Ìîñêâà è Ëåíèíãðàä (ref.)
Îáëàñòíûå öåíòðû -42 10 < 0.001
Äðóãèå ãîðîäà -64 10 < 0.001
Ñåëî -80 10 < 0.001
Êîíñòàíòà 265 8 < 0.001

n 2281
R-êâàäðàò 0.03
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Èíòåðïðåòàöèÿ êîýôôèöèåíòîâ

Ðåãðåññèîííîå óðàâíåíèå:
income = 265− 42 ∗ reg.centre− 64 ∗ oth.cities− 80 ∗ country
Êîýôôèöèåíòû ïîêàçûâàþò ðàçíèöó ñðåäíèõ äîõîäàõ ìåæäó
Ìîñêâîé/Ëåíèíãðàäîì è îáëàñòíûìè öåíòðàìè,
Ìîñêâîé/Ëåíèíãðàäîì è äðóãèìè ãîðîäàìè,
Ìîñêâîé/Ëåíèíãðàäîì è ñåëüñêîé ìåñòíîñòüþ

Ñòàòèñòè÷åñêè ýòî ôàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî äèñïåðñèîííîìó
àíàëèçó (ANOVA)
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Èçìåíåíèå áàçîâîé êàòåãîðèè

ïåðåìåííûå êîýô. ñò.îøèáêà p

Äðóãèå ãîðîäà (ref.)
Ìîñêâà è Ëåíèíãðàä 64 9 < 0.001
Îáëàñòíûå öåíòðû 22 7 < 0.01
Ñåëî -16 7 < 0.05
Êîíñòàíòà 201 5 < 0.001

n 2281
R-êâàäðàò 0.03
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Ìíîæåñòâåííàÿ ðåãðåññèÿ

Äî ñèõ ïîð ìû ãîâîðèëè î ðåãðåññèè ñ îäíîé íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé

Ðåãðåññèÿ ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî ìîäåëèðîâàòü ñâÿçü çàâèñèìîé
ïåðåìåííîé ñ íåñêîëüêèìè íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè

Íà ñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ ìû áóäåì ãîâîðèòü îá ýòîì ïîäðîáíåå
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Äîõîä <- âîçðàñò, ïîë, ìåñòî æèòåëüñòâà, îáðàçîâàíèå
(ÑÑÑÐ, 1991)

ïåðåìåííûå êîýô. ñò.îøèáêà p

âîçðàñò 6.8 1.1 < 0.001
âîçðàñò â êâàäðàòå -0.08 0.01 < 0.001
ìóæ÷èíû (ref.æåíùèíû) 79.4 4.9 < 0.001
ìåñòî æèòåëüñòâà(ref. Ìîñêâà è Ëåíèãðàä)
îáëàñòíûå öåíòðû -34.6 8.8 < 0.01
äðóãèå ãîðîäà -50.2 8.5 < 0.001
ñåëî -5.7 8.9 < 0.05
îáðàçîâàíèå (ref. îáùåå ñðåäíåå)
íà÷àëüíîå -9.3 12.1 0.44
íåçàêîí÷åííîå ñðåäíåå -7.5 7.4 0.31
ñðåäíåå ñïåöèàëüíîå 5.9 7.3 0.4
íåçàêîí÷åííîå âûñøåå -33.1 12.1 < 0.05
âûñøåå 78.3 7.4 < 0.001
êîíñòàíòà 82.3 22.8 < 0.001

n 2,274
R-êâàäðàò 0.24
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Èíòåðïðåòàöèÿ êîýôôèöèåíòîâ â ìíîæåñòâåííîé
ðåãðåññèè

Êîýôôèöèåíò ïðè êàæäîé ïåðåìåííîé èíòåðïðåòèðóåòñÿ òàê æå
êàê â îáû÷íîé ïàðíîé ðåãðåññèè, íî ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå äðóãèå
ïåðåìåííûå �óäåðæèâàþòñÿ� íà îäíîì óðîâíå

Êîýôôèöèåíò äëÿ âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ îáîçíà÷àåò ñðåäíþþ
ðàçíèöó â äîõîäàõ ìåæäó ëþäüìè ñ âûñøèì è ñðåäíèì
îáðàçîâàíèåì, ïðè ýòîì ìû ñðàâíèâàåì ëþäåé îäíîãî ïîëà,
âîçðàñòà è æèâóùèõ â ïîõîæèõ ìåñòàõ

Ïîäðîáíåå íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ è íà ñëåäóþùåé ëåêöèè
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