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Ïåðâàÿ ÷àñòü êóðñà

Îïèñàòåëüíàÿ ñòàòèñòèêà è ãðàôèêè

Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ: èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èíòåðâàëüíûõ çàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ

Ðåãðåññèÿ è êîððåëÿöèÿ

Íåëèíåéíîñòü è ýôôåêòû âçàèìîäåéñòâèÿ
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Äèõîòîìè÷åñêèå çàâèñèìûå ïåðåìåííûå

Â ñîöèàëüíûõ íàóêàõ áîëüøèíñòâî ïåðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿ
êàòåãîðèàëüíûìè (êà÷åñòâåííûìè)

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ â êà÷åñòâå çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ìû èìååì
äèõîòîìè÷åñêèå ïåðåìåííûìè; èíûìè ñëîâàìè, ìû õîòèì
ìîäåëèðîâàòü ñâÿçü ìåæäó ïðåäèêòîðàìè è âåðîÿòíîñòüþ
êàêîãî-òî ñîáûòèÿ èëè íàëè÷èÿ/îòñóòñòâèÿ êàêîé-ëèáî
õàðàêòåðèñòèêè
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Ëèíåéíàÿ ìîäåëü âåðîÿòíîñòè

Íàèáîëåå ïðîñòûì ðåøåíèåì áóäåò èñïîëüçîâàòü îáû÷íóþ
ëèíåéíóþ ðåãðåññèþ: πi = α + βXi

Ýòà ìîäåëü â ïðèìåíåíèè ê äèõîòîìè÷åñêèì çàâèñèìûì
ïåðåìåííûì íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ìîäåëüþ âåðîÿòíîñòè (linear
probability model)
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Ïðèìåð: óñïåâàåìîñòü è îáðàçîâàíèå ðîäèòåëåé â
øêîëàõ Êàëèôîðíèè

Èñòî÷íèê: http:

//www.ats.ucla.edu/stat/stata/webbooks/logistic/chapter1/statalog1.htm
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Íåäîñòàòêè ëèíåéíîé ìîäåëè âåðîÿòíîñòè

Îñòàòêè ðàñïðåäåëåíû íå íîðìàëüíî; äèñïåðñèÿ îñòàòêîâ íå
ìîæåò áûòü ïîñòîÿííîé

Ïðåäñêàçàííûå âåðîÿòíîñòè ìîãóò îêàçàòüñÿ çà ïðåäåëàìè
èíòåðâàëà [0,1]
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Ëèíåéíàÿ ìîäåëü âåðîÿòíîñòè (2)

Òåì íå ìåíåå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíåíèå ëèíåéíîé ìîäåëè
âåðîÿòíîñòè îïðàâäàíî

Âåðîÿòíîñòè, ìåíüøèå íóëÿ è áîëüøèå åäèíèöû, ìîæíî
ïðèðàâíÿòü, ñîîòâåòñòâåííî, íóëþ è åäèíèöå. Äëÿ êîððåêöèè
ñòàíäàðòíûõ îøèáîê ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðîáàñòíóþ ðåãðåññèþ

Îäíàêî åñòü äðóãèå ìîäåëè, ïðèìåíåíèå êîòîðûõ â ñëó÷àå
äèõîòîìè÷åñêèõ çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ñ÷èòàåòñÿ áîëåå
îïðàâäàííûì: ëîãèò (â îñíîâíîì â ñîöèîëîãèè, ïîëèòîëîãèè è
ìåäèöèíå) è ïðîáèò (ãëàâíûì îáðàçîì â ýêîíîìèêå)
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Âåðîÿòíîñòè, øàíñû è îòíîøåíèÿ øàíñîâ

Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ � ýòî îòíîøåíèå ÷èñëà ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ
ñîáûòèå ïðîèçîøëî, ê îáùåìó ÷èñëó ïîïûòîê. Ìîíåòó áðîñàëè
100 ðàç, â 48 ñëó÷àÿõ âûïàëà ðåøêà. Îöåíåííàÿ âåðîÿòíîñòü
âûïàäåíèÿ ðåøêè 48/100=0.48

Øàíñû (odds) � ýòî îòíîøåíèå ÷èñëà ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ ñîáûòèå
ïðîèçîøëî, ê ÷èñëó ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ ñîáûòèå íå ïðîèçîøëî. Â
ïðåäûäóùåì ïðèìåðå øàíñû ðàâíû 48/52=0.92

Ïîíÿòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü è øàíñû ñîäåðæàò îäíó è òó æå
èíôîðìàöèþ: π = odds

1+odds and odds = π
1−π

À.Ð.Áåññóäíîâ (ÍÈÓ ÂØÝ) Ëîãèò è ïðîáèò 6 àïðåëÿ 2012 8 / 30



Âåðîÿòíîñòè, øàíñû è îòíîøåíèÿ øàíñîâ (2)

Îòíîøåíèå øàíñîâ ñðàâíèâàåò øàíñû â äâóõ ãðóïïàõ. Äîïóñòèì,
÷òî æåíùèíû äîæèâàþò äî 70 ëåò â 8 ñëó÷àÿõ èç 10 � òàêèì
îáðàçîì, èõ øàíñû äîæèòü äî 70 ðàâíû 8/2=4. Äîïóñòèì, ÷òî
ìóæ÷èíû äîæèâàþò äî 70 ëåò â 4 ñëó÷àÿõ èç 10, èõ øàíñû
äîæèòü äî 70 � 4/6=0.33. Îòíîøåíèå øàíñîâ (æ/ì)=4/0.33=12.
Òàêèì îáðàçîì, øàíñû æåíùèí äîæèòü äî 70 ëåò â 12 ðàç âûøå,
÷åì øàíñû ìóæ÷èí

Â âåðîÿòíîñòÿõ: âåðîÿòíîñòü æåíùèí äîæèòü äî 70 ëåò � 0.8,
ìóæ÷èí � 0.4. Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü æåíùèí äîæèòü äî 70
íà 40% (èëè â äâà ðàçà) âûøå, ÷åì ó ìóæ÷èí
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Ëîãèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåîáðàçóåò âåðîÿòíîñòè π òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû îíè íå âûõîäèëè çà ïðåäåëû èíòåðâàëà [0,1]

logitπi = log πi
1−πi = α + βx

πi = exp (α+βx)
1+exp (α+βx)
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Ëîãèñòè÷åñêàÿ êðèâàÿ

Èñòî÷íèê: http:

//www.ats.ucla.edu/stat/stata/webbooks/logistic/chapter1/statalog1.htm
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Èíòåðïðåòàöèÿ êîýôôèöèåíòîâ â ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè

Ñâÿçü ìåæäó ïåðåìåííûìè ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, êîãëà β > 0,
è îòðèöàòåëüíîé, êîãäà β < 0

Êîýôôèöèåíòû ÍÅ ìîãóò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî
êàê èçìåíåíèå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ ïðè èçìåíåíèè íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé, ïîñêîëüêó îíè ïðåäñòàâëÿþò èçìåíåíèå logitπ

Èñõîäÿ òîëüêî èç êîýôôèöèåíòîâ, ñëîæíî ñóäèòü î ñèëå ñâÿçè

Âîçìîæíûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå êîýôôèöèåíòîâ â
îòíîøåíèÿ øàíñîâ: πi

1−πi = exp (α + βx) = eα(eβx)

Òîãäà íà èçìåíåíèå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé íà åäèíèöó
ïðèõîäèòñÿ èçìåíåíèå øàíñîâ ñîáûòèÿ â eβ ðàç

Íàïðèìåð, åñëè eβ = 1.3, òî øàíñû ñîáûòèÿ óâåëè÷èâàþòñÿ íà
30% äëÿ êàæäîãî èçìåíåíèÿ x íà åäèíèöó
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Ïðåäñêàçàííûå âåðîÿòíîñòè

Îäíàêî èíòåðïðåòàöèÿ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè â òåðìèíàõ
îòíîøåíèé øàíñîâ ïî-ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ íå âïîëíå èíòóèòèâíî
ïîíÿòíîé

Íàèëó÷øèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ ëîãèñòè÷åñêîé
ðåãðåññèè â òåðìèíàõ ïðåäñêàçàííûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ
îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé ïðåäèêòîðîâ: πi = exp (α+βx)

1+exp (α+βx)
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Ïðîáèò-ìîäåëü

Åñëè äëÿ îãðàíè÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé â èíòåðâàëå [0,1] âìåñòî
ëîãèñòè÷åñêîé ôóíêöèè íàêîïëåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âûáðàòü
ôóíêöèþ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ìû ïîëó÷èì
ïðîáèò-ìîäåëü

πi = Φ(α + βXi ) = 1√
2π

∫ α+βXi

−∞ exp (−1
2Z

2) dZ

Èíòåðïðåòàöèÿ: probitπ ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì z, ïðè êîòîðîì â
ñòàíäàðòíîì íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ëåâîñòîðîííÿÿ
âåðîÿòíîñòü ðàâíà π. probit(0.5)=0, probit(0.95)=1.6, è ò.ä.

Êîýôôèöèåíòû â ïðîáèò-ðåãðåññèè íåëüçÿ èíòåðïðåòèðîâàòü â
òåðìèíàõ îòíîøåíèé øàíñîâ

Íà ïðàêòèêå ëîãèò è ïðîáèò-ìîäåëè äàþò î÷åíü áëèçêèå
ðåçóëüòàòû

Â ñîöèîëîãèè îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

À.Ð.Áåññóäíîâ (ÍÈÓ ÂØÝ) Ëîãèò è ïðîáèò 6 àïðåëÿ 2012 14 / 30



Ëîãèò è ïðîáèò
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Ïðèìåð 1: âåðîÿòíîñòü ãîëîñîâàíèÿ è âîçðàñò (ISSP
2003 Ðîññèÿ)

Ëèíåéíàÿ ìîäåëü âåðîÿòíîñòè: vote = 0.11 + 0.01 ∗ age
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Ëèíåéíàÿ ìîäåëü âåðîÿòíîñòè äëÿ ãîëîñîâàíèÿ

À.Ð.Áåññóäíîâ (ÍÈÓ ÂØÝ) Ëîãèò è ïðîáèò 6 àïðåëÿ 2012 17 / 30



Ëîãèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü âåðîÿòíîñòè ãîëîñîâàíèÿ

log πi
1−πi = −0.8688 + 0.0326 ∗ age

Âû÷èñëÿåì ýêñïîíåíòó: exp(0.0326) = 1.03

OR(age)=1.03, ò.å. íà èçìåíåíèå âîçðàñòà íà îäèí ãîä ïðèõîäèòñÿ
óâåëè÷åíèå øàíñîâ ãîëîñîâàíèÿ íà 3%

Øàíñû äëÿ 40-ëåòíåãî ÷åëîâåêà:
πi

1−πi = exp(−0.8688 + 0.0326 ∗ 40) = 1.545

Ðàññ÷èòûâàåì âåðîÿòíîñòü: 1.545
1+1.545 = 0.61

Äëÿ 50-ëåòíåãî ÷åëîâåêà:
πi

1−πi = exp(−0.8688 + 0.0326 ∗ 50) = 2.14, âåðîÿòíîñòü

ãîëîñîâàíèÿ ðàâíà 2.14
1+2.14 = 0.68
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Ëîãèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü (2)
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Ïðîáèò-ìîäåëü âåðîÿòíîñòè ãîëîñîâàíèÿ

probitπ = −0.51 + 0.02 ∗ age
Äëÿ 40-ëåòíåãî ÷åëîâåêà: probitπ = −0.51 + 0.0195 ∗ 40 = 0.27

probit(0.27)=0.61
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Ïðîáèò-ìîäåëü (2)
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Âñå ìîäåëè âìåñòå
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Ïðèìåð 2: âåðîÿòíîñòü äà÷è âçÿòêè â Ðîññèè è âîçðàñò
(�Ãåîðåéòèíã�, ÔÎÌ 2003)

Ëèíåéíàÿ ìîäåëü âåðîÿòíîñòè: nobribe = 0.64 + 0.004 ∗ age
Ëîãèò: logit(nobribe) = 0.28 + 0.028 ∗ age
Ïðîáèò: probit(nobribe) = 0.2 + 0.016 ∗ age

À.Ð.Áåññóäíîâ (ÍÈÓ ÂØÝ) Ëîãèò è ïðîáèò 6 àïðåëÿ 2012 23 / 30



Âåðîÿòíîñòü äà÷è âçÿòêè è âîçðàñò
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ è âçàèìîäåéñòâèÿ

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ ìîãóò áûòü íåîáõîäèìû òî÷íî òàê
æå, êàê â ëèíåéíîé ðåãðåññèè, â ñëó÷àÿõ, êîãäà ìû õîòèì ëó÷øå
îòðàçèòü íåëèíåéíîñòü ñâÿçè ìåæäó âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ è
ïðåäèêòîðîì

Â ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè òàêæå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü
âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïåðåìåííûìè
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Ëîãèò-ìîäåëü è ëîãèò-ìîäåëü ñ êâàäðàòè÷íûì ÷ëåíîì
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Êàêîé ìåòîä âûáðàòü?

Ëîãèò è ïðîáèò-ðåãðåññèè äàþò ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íûå
ðåçóëüòàòû

Äîïóñòèìî òàêæå ïðèìåíåíèå ëèíåéíîé ìîäåëè âåðîÿòíîñòè, åñëè
ïðåäñêàçàííûå âåðîÿòíîñòè îòíîñèòåëüíî äàëåêè îò 0 è 1
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�Êà÷åñòâî� ìîäåëè

Â ëîãèò è ïðîáèò-ðåãðåññèè ãîðàçäî ñëîæíåå èçìåðèòü ïðîïîðöèþ
îáúÿñíåííîé äèñïåðñèè çàâèñèìîé ïåðåìåííîé

Ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî ðàçíûõ ïîêàçàòåëåé ïñåâäî-R2, íî ê íèì
ñëåäóåò îòíîñèòüñÿ ñ îñòîðîæíîñòüþ

À.Ð.Áåññóäíîâ (ÍÈÓ ÂØÝ) Ëîãèò è ïðîáèò 6 àïðåëÿ 2012 28 / 30



Îöåíêà è ñòàòèñòè÷åñêèé âûâîä

Âìåñòî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ, OLS), äëÿ îöåíêè
ëîãèò- è ïðîáèò-ìîäåëåé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ìàêñèìèçàöèè
ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (MLE, maximum likelihood estimation)

Âêðàòöå, èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû âûáðàòü òå ïàðàìåòðû
ìîäåëè, ïðè êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü èìåþùèåñÿ äàííûå
íàèáîëåå âåëèêà. Ñì. êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè

×åì âûøå ëîãàðèôì ïðàâäîïîäîáèÿ, òåì ëó÷øå ìîäåëü

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ãèïîòåç î ñòàòèñòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè
êîýôôèöèåíòîâ, èñïîëüçóåòñÿ òåñò Âàëüäà (Wald test) èëè òåñò
îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèé (likelihood-ratio test)

À.Ð.Áåññóäíîâ (ÍÈÓ ÂØÝ) Ëîãèò è ïðîáèò 6 àïðåëÿ 2012 29 / 30



Çàêëþ÷åíèå

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèõîòîìè÷åñêèõ çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ÷àùå
âñåãî èñïîëüçóþòñÿ ëîãèò èëè ïðîáèò-ìîäåëè. Èõ ðåçóëüòàòû
óäîáíåå âñåãî èíòåðïðåòèðîâàòü â òåðìèíàõ ïðåäñêàçàííûõ
âåðîÿòíîñòåé

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äîïóñòèìî ïðèìåíåíèå ëèíåéíîé ìîäåëè
âåðîÿòíîñòè
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