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Äèñïåðñèîííûé àíàëèç

Analysis of variance (ANOVA)

Ìåòîä èçîáðåòåí Ðîíàëüäîì Ôèøåðîì â 1920-å ãã.

Ïðèìåíÿåòñÿ, êîãäà çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ

èíòåðâàëüíîé, à íåçàâèñèìàÿ (èëè íåñêîëüêî íåçàâèñèìûõ) �

êàòåãîðèàëüíîé (ôàêòîðîì)

Çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâèòü, èìåþòñÿ ëè ñòàòèñòè÷åñêè

çíà÷èìûå ðàçëè÷èÿ â ñðåäíèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé â ãðóïïàõ,

îáðàçîâàííûõ îäíîé èëè íåñêîëüêèìè êàòåãîðèàëüíûìè

ïåðåìåííûìè

Ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí ðåãðåññèîííîìó àíàëèçó ñ

ôèêòèâíûìè ïåðåìåííûìè (êîòîðûé â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ è

ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è)

Òåì íå ìåíåå ïîíèìàíèå äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà âàæíî êàê äëÿ

áîëåå ïîëíîãî ïîíèìàíèÿ ðåãðåññèè, òàê è äëÿ äðóãèõ ìåòîäîâ

(òàêèõ êàê ìíîãîóðîâíåâîå ìîäåëèðîâàíèå)
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Ïðèìåð: ïîëèòè÷åñêàÿ èäåîëîãèÿ è ïàðòèéíàÿ
ïîääåðæêà

Ïðåäïîëîæèì, ìû õîòèì óñòàíîâèòü íàëè÷èå çàâèñèìîñòè ìåæäó

ïàðòèéíîé ïîääåðæêîé (äåìîêðàòû, íåçàâèñèìûå, ðåñïóáëèêàíöû)

è ïîëèòè÷åñêîé èäåîëîãèåé (èçìåðåííîé ïî øêàëå îò 1 �î÷åíü

ëèáåðàëüíàÿ� äî 7 �î÷åíü êîíñåðâàòèâíàÿ�)

ïàðòèÿ 1 2 3 4 5 6 7 n ñðåäíÿÿ ñò.îòêë.

äåìîêðàòû 9 20 17 36 4 5 0 91 3.23 1.28
íåçàâèñèìûå 7 11 17 48 12 11 5 111 3.9 1.43
êîíñåðâàòîðû 0 2 7 23 23 17 2 74 4.7 1.1

Èñòî÷íèê: A.Agresti, B.Finlay, Statistical Methods for the Social Sciences
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Âàðèàíòû àíàëèçà

Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì îáå ïåðåìåííûå êàê êàòåãîðèàëüíûå,

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì χ2

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîëèòè÷åñêóþ èäåîëîãèþ êàê èíòåðâàëüíóþ

ïåðåìåííóþ è ðàññ÷èòàòü ñðåäíèå ïî ãðóïïàì, ìû ìîæåì

âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ðàçíèöà ìåæäó ñðåäíèìè ñòàòèñòè÷åñêè

çíà÷èìîé à) ñ ïîìîùüþ äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà èëè,

ýêâèâàëåíòíî, á) ñ ïîìîùüþ ðåãðåññèè ñ ôèêòèâíûìè

ïåðåìåííûìè
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Ïðèíöèï äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà

Äèñïåðñèîííûé àíàëèç ñðàâíèâàåò äèñïåðñèþ çàâèñèìîé

ïåðåìåííîé âíóòðè ãðóïï è ìåæäó ãðóïï, îáðàçîâàííûõ ôàêòîðîì

(-àìè), è íà îñíîâå ýòîãî ñðàâíåíèÿ äåëàåò âûâîä î çíà÷èìîñòè

ðàçíèöû ìåæäó ñðåäíèìè

×åì áîëüøå äèñïåðñèÿ ìåæäó ãðóïïàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ

äèñïåðñèåé âíóòðè ãðóïï, òåì áîëüøå îñíîâàíèé ñ÷èòàòü, ÷òî

ìåæäó ñðåäíèìè ïî ãðóïïàì åñòü çíà÷èìàÿ ðàçíèöà
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Äîïóùåíèÿ äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà

Â êàæäîé ãðóïïå ðàñïðåäåëåíèå çàâèñèìîé ïåðåìåííîé íîðìàëüíî

(â ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè)

Ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå çàâèñèìîé ïåðåìåííîé â êàæäîé ãðóïïå

îäèíàêîâî (â ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè)

Âûáîðêà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé è íàáëþäåíèÿ â íåé íåçàâèñèìû

äðóã îò äðóãà

Êàê âèäèì, ýòè äîïóùåíèÿ ñîâïàäàþò ñ äîïóùåíèÿìè

ÌÍÊ-ðåãðåññèè
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Îöåíêà äèñïåðñèè âíóòðè ãðóïï

Äëÿ ãðóïïû i , ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé íàáëþäåíèé îò

ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ â ãðóïïå ðàâíà
∑

(y − ȳi )
2

Ñóììà ýòèõ çíà÷åíèé äëÿ êàæäîé ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ñóììîé

êâàäðàòîâ âíóòðè ãðóïï

×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû df äëÿ îöåíêè äèñïåðñèè â ãðóïïå i ðàâíî
ni − 1

Äèñïåðñèÿ â ýòîé ãðóïïå ðàâíà s2
i =

∑
(y−ȳi )

2

ni−1

Äëÿ âñå ãðóïï ñðàçó äèñïåðñèÿ âíóòðè ãðóïï ðàâíà s2 =
∑

(ni−1)s2
i

N−g ,

ãäå N ýòî îáùåå ÷èñëî íàáëþäåíèé, à g � ÷èñëî ãðóïï
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Îöåíêà äèñïåðñèè ìåæäó ãðóïïàìè

Äèñïåðñèÿ ìåæäó ãðóïïàìè îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç ðàçíèöó ìåæäó

ñðåäíèìè ïî ãðóïïàì è îáùåé ñðåäíåé â âûáîðêå

Äèñïåðñèÿ ìåæäó ãðóïïàìè ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ ìåæäó

ãðóïïàìè, äåëåííîé íà ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû:
∑

ni (ȳi−ȳ)2

g−1 , ãäå g

� ýòî ÷èñëî ãðóïï

Îáùàÿ ñóììà êâàäðàòîâ TSS ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ âíóòðè ãðóïï

+ ñóììå êâàäðàòîâ ìåæäó ãðóïïàìè:

TSS =
∑

(y − ȳ)2 = between-groups SS + within-groups SS

Àíàëîãè÷íî, îáùàÿ äèñïåðñèÿ ðàâíà ñóììå äèñïåðñèè âíóòðè

ãðóïï è äèñïåðñèè ìåæäó ãðóïïàìè
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ßâëÿåòñÿ ëè ðàçíèöà ìåæäó ñðåäíèìè â ãðóïïàõ
ñëó÷àéíîé?

Íóëåâàÿ ãèïîòåçà â äàííîì ñëó÷àå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

ñðåäíèå âî âñåõ ãðóïïàõ ðàâíû: H0 : µ1 = µ2 = ... = µg

Àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà: ñðåäíèå õîòÿ áû â äâóõ ãðóïïàõ

îòëè÷àþòñÿ

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû èñïîëüçóåòñÿ F-òåñò

F = îöåíêà äèñïåðñèè ìåæäó ãðóïïàìè

îöåíêà äèñïåðñèè âíóòðè ãðóïï

Â ñëó÷àå åñëè íóëåâàÿ ãèïîòåçà âåðíà, äèñïåðñèÿ ìåæäó ãðóïïàìè

íå áîëüøå äèñïåðñèè âíóòðè ãðóïï, è F ≤ 1

Åñëè F çíà÷èòåëüíî áîëüøå 1, òî ìåæäó ãðóïïàìè ñ áîëüøîé

âåðîÿòíîñòüþ ñóùåñòâóåò ðàçíèöà â ñðåäíèõ

Çíà÷èìîñòü F ïðîâåðÿåòñÿ ïî F-ðàñïðåäåëåíèþ
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Ïðèìåð: ïàðòèéíàÿ ïîääåðæêà è ïîëèòè÷åñêàÿ
èäåîëîãèÿ

ñóììà êâàäðàòîâ df êâàäðàò cð.îòêë. F p

ìåæäó ïàðòèÿìè 88.43 2 44.21 26.3 <0.001
âíóòðè ïàðòèé 459.52 273 1.68
îáùàÿ 547.95 275

À.Ð.Áåññóäíîâ (ÍÈÓ ÂØÝ) Äèñïåðñèîííûé àíàëèç 25 ìàÿ 2012 10 / 21



t-òåñò è äèñïåðñèîííûé àíàëèç

Ïî÷åìó íåëüçÿ ñðàâíèòü ãðóïïû ïîïàðíî ñ ïîìîùüþ t-òåñòà?

Åñëè ñðàâíåíèé ìíîãî (÷èñëî ïîïàðíûõ ñðàâíåíèé ðàâíî

g(g − 1)/2), íà 95%-ì óðîâíå çíà÷èìîñòè ìîæíî îæèäàòü

ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûå îòëè÷èÿ ìåæäó ñðåäíèìè â ãðóïïàõ òàì,

ãäå îíè íà ñàìîì äåëå îòñóòñòâóþò

Ñóùåñòâóþò ìåòîäû êîððåêöèè ñòàíäàðòíûõ îøèáîê ïðè

ìíîæåñòâåííûõ ñðàâíåíèÿõ, êîòîðûå äàþò áîëåå êîíñåðâàòèâíóþ

îöåíêó (ìåòîä Áîíôåððîíè, ìåòîä Òàêè)
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Ðåãðåññèîííàÿ îöåíêà

êîýô. ñò.îø. p

êîíñòàíòà 3.23 0.14 <0.001
Ïàðòèè (áàç. äåìîêðàòû)
íåçàâèñèìûå 0.67 0.18 <0.001
ðåñïóáëèêàíöû 1.47 0.20 <0.001
n 276
R2 0.16

èäåîëîãèÿ = 3.23 + 0.67*íåç. + 1.47*ðåñï.

Ñòàòèñòè÷åñêèå ïðîãðàììû â ðåãðåññèîííîì âûâîäå òàêæå âûäàþò òàáëèöó
ðåçóëüòàòîâ äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà (ANOVA table)
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Äâóõôàêòîðíûé äèñïåðñèîííûé àíàëèç

Èñïîëüçóåòñÿ, êîãäà êàòåãîðèàëüíûõ ïðåäèêòîðîâ (ôàêòîðîâ) äâà

èëè áîëåå (ìíîãîôàêòîðíûé äèñïåðñèîííûé àíàëèç)

Â ýòîì ñëó÷àå ìîäåëü ìîæåò âêëþ÷àòü êàê îñíîâíûå ýôôåêòû,

òàê è ýôôåêòû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ôàêòîðàìè
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Ïðèìåð: çàâèñèìîñòü ïîëèòè÷åñêîé èäåîëîãèè îò
ïàðòèéíîé ïîääåðæêè è ïîëà (áåç ýôôåêòà
âçàèìîäåéñòâèÿ)

ñóììà êâàäðàòîâ df êâàäðàò cð.îòêë. F p

ìîäåëü 86.7 3 28.9 17.3 <0.001
îñòàòêè 1569.6 939 1.7
îáùàÿ 1656.2 942
Èñòî÷íèê
ïàðòèÿ 84.3 2 42.1 25.2 0.001
ïîë 1.3 1 1.3 0.8 0.38
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Çàâèñèìîñòü ïîëèòè÷åñêîé èäåîëîãèè îò ïàðòèéíîé
ïîääåðæêè è ïîëà (ñ ýôôåêòîì âçàèìîäåéñòâèÿ)

ñóììà êâàäðàòîâ df êâàäðàò cð.îòêë. F p

ìîäåëü 90.3 5 18.1 10.8 <0.001
îñòàòêè 1565.9 937 1.7
îáùàÿ 1656.2 942
Èñòî÷íèê
ïàðòèÿ 87.8 2 43.9 26.3 0.001
ïîë 1.5 1 1.5 0.9 0.35
ïàðòèÿ*ïîë 3.6 2 1.8 1.1 0.34

Êàê è â ðåãðåññèîííûõ ìîäåëÿõ, ïðè íàëè÷èè â ìîäåëè ýôôåêòîâ
âçàèìîäåéñòâèÿ îñíîâíûå ýôôåêòû íå ìîãóò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ
íåïîñðåäñòâåííî
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Ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü áåç ýôôåêòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ

êîýô. ñò.îø. p

êîíñòàíòà 3.8 0.08 <0.001
Ïàðòèè (áàç. äåìîêðàòû)
íåçàâèñèìûå 0.17 0.1 0.1
ðåñïóáëèêàíöû 0.71 0.1 <0.001
ïîë (áàç. æåíùèíû)
ìóæ÷èíû 0.08 0.09 0.38
n 943
R2 0.05

èäåîëîãèÿ = 3.8 + 0.17*íåç. + 0.71*ðåñï. + 0.08*ìóæ.
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Ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü ñ ýôôåêòàìè âçàèìîäåéñòâèÿ

êîýô. ñò.îø. p

êîíñòàíòà 3.8 0.09 <0.001
Ïàðòèè (áàç. äåìîêðàòû)
íåçàâèñèìûå 0.11 0.13 0.42
ðåñïóáëèêàíöû 0.59 0.13 <0.001
ïîë (áàç. æåíùèíû)
ìóæ÷èíû -0.08 0.15 0.59
Ýôôåêòû âçàèìîäåéñòâèÿ
ìóæ÷èíû*íåçàâèñèìûå 0.17 0.21 0.42
ìóæ÷èíû*ðåñïóáëèêàíöû 0.31 0.21 0.14
n 943
R2 0.05

èäåîëîãèÿ = 3.8 + 0.11*íåç. + 0.59*ðåñï. - 0.08*ìóæ. + 0.17*ìóæ.*íåç. +
0.31*ìóæ.*ðåñï.
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Ðåçóëüòàòû äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà óäîáíî
ïðåäñòàâëÿòü ãðàôè÷åñêè

Èñòî÷íèê: J.Fox, An R and S-Plus Companion to Applied Regression
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Äèñïåðñèîííûé àíàëèç ñ çàâèñèìûìè íàáëþäåíèÿìè

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íàáëþäåíèÿ â âûáîðêå íå ÿâëÿþòñÿ

íåçàâèñèìûìè

Íàïðèìåð, îäíè è òå æå ëþäè îòâå÷àþò íà îäèí è òîò æå âîïðîñ

íåñêîëüêî ðàç â ðàçíîå âðåìÿ (ïîâòîðÿþùèåñÿ èçìåðåíèÿ)

Äðóãîé ïðèìåð: îöåíêè ó÷åíèêîâ èç íåñêîëüêèõ øêîë (îöåíêè

ó÷åíèêîâ èç îäíîé øêîëû ìîãóò áûòü áîëåå ñõîæèìè)

Â îáùåì ñëó÷àå ýòî îòíîñèòñÿ ê äàííûì ñ ìíîãîóðîâíåâîé

ñòðóêòóðîé

Â ýòîì ñëó÷àå îäíîôàêòîðíûé äèñïåðñèîííûé àíàëèç ïî ñóòè

ñòàíîâèòñÿ äâóõôàêòîðíûì (âòîðûì ôàêòîðûì ÿâëÿþòñÿ

îòäåëüíûå ðåñïîíäåíòû, øêîëû, etc.)

Â ðåãðåññèîííîì êîíòåêñòå ýòî íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ ñ

ôèêñèðîâàííûìè ýôôåêòàìè: E (y) = α + βj + γi
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Íàðóøåíèå äîïóùåíèé äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà

Äîïóùåíèå î òîì, ÷òî âûáîðêà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé è íàáëþäåíèÿ

íåçàâèñèìû, ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì

Íàðóøåíèå äîïóùåíèÿ î òîì, ÷òî çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ â

ãðóïïàõ ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî ñ îäèíàêîâûì ñòàíäàðòíûì

îòêëîíåíèåì, íå âåäåò ê ñåðüåçíûì èñêàæåíèÿì ðåçóëüòàòîâ

Åñëè îòêëîíåíèå îò íîðìàëüíîñòè çíà÷èòåëüíî, ìîæíî

èñïîëüçîâàòü íåïàðàìåòðè÷åñêèé äèñïåðñèîííûé àíàëèç

Êðàñêàëà-Óîëëèñà
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Çàêëþ÷åíèå

Äèñïåðñèîííûé àíàëèç � âàæíûé ñòàòèñòè÷åñêèé ìåòîä.

Íåîáõîäèìî ïîíèìàòü åãî ïðèíöèïû

Íî â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïî àíàëèçó ðàçíèöû ñðåäíèõ â ãðóïïàõ

â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èìååò ñìûñë ïîëüçîâàòüñÿ ðåãðåññèîåé ñ

ôèêòèâíûìè ïåðåìåííûìè
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